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摘 要

论文题目：半空间与管状空间中剪切流的无粘衰减

学生ဃ਽：ᶘ金成

指导ᮉ师：李东升

摘 要

本文研究了具有指数密度分层的 Couette流在二维半空间与管状空间内的线性稳
定性问题. 在全空间内,该问题的渐近稳定性与无粘衰减速率已经得到一个比较完整的
分析. 相比于全空间而言,研究更符合物理背景的半空间内和管状空间内方程的无粘衰
减的文献则较少. 本文对于证明半空间与管状空间内 Euler方程在 Sobolev函数空间中
的稳定性与衰减速率进行了初步尝试. 针对不同情况,我们分别得到了在一定正则性的
要求下的衰减速率与稳定性. 在一定条件下,速度场在 L2 意义下会有水平方向 t−

1
2
+ν ,

竖直方向有 t−
3
2
+ν 的衰减速率,或者至少在非周期方向上的投影具有这样的衰减速率.

得到的这些衰减速率与全空间中的结论一致,尽管它提出了一些不太合理的更高的正
则性要求. 对于另一些情形,有文献证明了流函数不存在衰减. 本文对这样的特征周期
解则给出了显式的构造. 之后,本文阐明了半空间和管状空间的解有着相似的结构. 我
们还研究了该 Hamilton系统的若干不变量,这为将来的研究工作带来了一些启发. 然
而,这些不变量有无穷多个负方向,所以无法用来证明方程的非线性稳定性.

关䭞䇽：Euler方程；无粘衰减
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Title: Linear Inviscid Damping of a Shear Flow in a Half Space and in a Finite Channel
Name: Jincheng Yang
Supervisor: Dongsheng Li

ABSTRACT

We study the linear stability of an exponentially stratified Couette flow in a half space and in a
finite channel. A thorough analysis of the linear asymptotic stability and inviscid damping rate
had been carried out for the whole space case. Comparing to the whole space, the study about
the half space or the finite channel, which suits better the physics background, are relatively
inadequate. This paper makes a naive attempt to show the linear stability and inviscid decay
rate of the solutions to Euler equation in the half space and in the finite channel as functions in
the Sobolev space. Decay rates of the solutions with certain regularity requirements or stability
are obtained under different circumstances. Under certain assumptions, the velocity field has a
decay rate in L2 sense of t− 1

2
+ν in the horizontal direction, and t− 3

2
+ν in the verticle direction,

or at least the projection perpendicular to the neutral spectrum has such decay rates. These
rates are basically consistent with the decay rate in the whole space, although some not quite
reasonable assumptions must been applied to reach the regularity requirements. For other
cases, literature has shown nonexistance of decay for the stream function. We give explicit
construction of such periodic eigensolutions. Afterwards, similar structure of the solutions in
a half space and in a finite channel are compared. We also studied the Hamiltonian structure
and invariants of the system, which brought some inspiration for the study. Unfortunately, all
these invariants have infinitely many negative direction, hence they are unable to make any
contribution for the proof of nonlinear stability.

KEYWORDS: Euler Equation; Inviscid Damping
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1 绪论

1 绪论

指数分层 Couette 流指的是带有指数密度 ρ0(y) = Ae−βy 的剪切流 U(y) = Ry.
Taylor [1] 首先使用了固有振动的方式研究了这种流在半空间中的稳定性. 他用一种可
信但是却不太完善的方法证明了线性化方程 (现在被称为 Taylor-Goldstein方程)的谱
在 Richardson数 B2 = βg

R2 (g是重力加速度常数)大于和小于 1/4时是相当不同的. 他发
现当 B2 > 1

4
时,方程有无穷多个中性本征值. 之后 Dyson [2]和 Dikii [3]给出了严格证明.

然而, Taylor却没有对于 Couette流的稳定性给出一个明确的结论. 自从上世纪 50年代
开始,有许多文献从初值问题的角度研究了分层 Couette流的稳定性,包括 Høiland [4],
Eliassen等 [5], Case [6], Dikii [7], Kuo [8], Hartman [9], Chimonas [10], Brown与 Stewartson [11],
Farrell与 Ioannou [12]. Yaglom [13] 书的第 3.2.3节对相关文献有一个比较全面的研究. 大
多数文献都使用了 Boussinesq近似. Dikii [7]并没有使用这样的近似,他在半空间下对于
任何 B2 > 0的 Couette流,证明了指数分层 Couette流的 Lyapunov稳定性. 我们注意到
对于指数分层流 (即 ρ0(y) = Ae−βy),只有当 β 非常小的时候 Boussinesq近似才能成立.
研究初值问题一个有趣的现象是速度场的无粘衰减. 这种无粘衰减现象最早由 Orr [14]

研究,他考虑了同质的 Couette流. Orr证明了平面同质 Couette流在水平方向和竖直方
向分别有 t−1与 t−2的衰减速度. 这种衰减并不是由粘性,而是由 Couette流的涡度场混
合而造成的. 近年来,这种无粘衰减的现象引发了新的关注. Lin与 Zeng [15]证明了如果

在 Sobolev空间 Hs
(
s < 3

2

)
中考虑初始 (涡度场)的扰动,那么非线性的衰减就不能成

立了. 他们在 Couette流附近构造了一个 Kelvin的 “猫眼”形的稳态非平行流作为反例.
Bedrossian与Masmoudi [16] 则证明了 Gevrey空间 (几乎解析函数空间)在 Couette流附
近的非线性无粘衰减. 更一般的剪切流的线性无粘衰减也由 Zillinger [17]与Wei [18]等人
的工作中考虑过. Yang与 Lin [19]则对于全空间中达到最优衰减速度给出了最低的正则

性要求.
本文的主要目的是证明指数分层的 Couette 流在半空间与管状空间中的线性稳

定性并计算其可能的衰减速率. 这可能对于未来的非线性衰减的研究给出一定的启
发. 本文最主要的结论如下: 考虑一个稳态剪切流 v0 = (Ry, 0) 与指数衰减的密度

ρ0(y) = Ae−βy,其中 R > 0, A > 0, β > 0是常数. 记 Richardson常数 B2 = βg
R2 . 线性化

方程为 (见第2.1节)

β [R∂x − (∂t +Ry∂x) ∂y]ψ + (∂t +Ry∂x)∆ψ = −∂x
(
ρ

ρ0

)
g, , (1-1)

(∂t +Ry∂x)

(
ρ

ρ0

)
= β∂xψ. (1-2)

其中 ψ和 ρ是扰动流函数和扰动密度场. 下面的定理是本文的主要结论.

1
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定理 1.0.1 令 (ψ(t; x, y), ρ(t; x, y))是方程 (1-1)-(1-2)在初始条件

ψ(0;x, y) = e
1
2
βyψ0(x, y), ψt(0;x, y) = e

1
2
βyζ0(x, y), (1-3)

下的解, 其中 y ∈ Uy = R+ 或 I = (0, H), x ∈ T = [0, L) 是 L 周期的. 记速度场
v = ∇⊥ψ = (vx, vy). 下面的记号中, f ≲ g 表示 f ≤ Cg,其中常数 C只取决于 R, β, g.
我们记 ⟨f⟩ :=

√
1 + f 2 并用 P ̸=0 表示往水平方向 (x方向)为常数的 Fourier项的正交

㺕做投影,即

P ̸=0f(t;x, y) = f(t; x, y)− 1

L

∫ L

0

f(t; x, y)dx. (1-4)

那么

1) 当 0 < B2 < 1
4
时,令 ν =

√
1
4
−B2, β∗ = β√

4+β2
,则 1

2
+ ν − β∗ > 0时,有∥∥∥P̸=0e

− 1
2
βyvx

∥∥∥
L2(T×Uy)

≲ ⟨t⟩−
1
2
+ν
(
∥ψ0∥H1

xH
2
y(T×R) + ∥ζ0∥H1

xH
3
y(T×R)

)
, (1-5)∥∥∥e− 1

2
βyvy

∥∥∥
L2(T×Uy)

≲ ⟨t⟩−
3
2
+ν
(
∥ψ0∥H1

xH
3
y(T×R) + ∥ζ0∥H1

xH
4
y(T×R)

)
, (1-6)

如果初始条件 ψ0和 ζ0可以零延拓成全空间中满足上述正则性的函数.
2) 当 0 < B2 < 1

4
且 1

2
+ ν − β∗ ≤ 0时,存在有限个振荡的解,这些振荡的解在 x方

向上有一个最小的共同⌒长. 而方程的解在这些振荡解张成的㺕空间上的投影,有与 1)
中相同的收敛速度.

3) 当 B2 > 1
4
时,有可数个振荡的解,因此方程的解中流函数没有衰减,但是有 L2

稳定性.

定理1.0.1给出了指数分层 Couette流在半空间或管状空间中 (即 0 < y < +∞或
者 0 < y < H , x具有周期性)的线性衰减. 特别的,我们可以得到最小正则性在初始
扰动下的最佳衰减速率. 在这个问题上,我们将自己的结果与先前的研究做以比较. 与
在 Hartman [9] 中定义的 g1, g2 类似,定理1.0.1(1)-(2)中的衰减率通过超几何方程的一些
特殊解得到. 然而 Hartman [9] 并没有提到一般解可以被这些特殊解表示. Chimonas [10]

考虑了 B2 < 1
4
的情况,得出一个错误的结论: vy 会以 t2ν−1 衰减并且 vx 会以 t2ν 增加.

之后这个错误被 Brown与 Stewartson [11] 指出,并证明了正确的衰减率. 他们通过对时
间的 Laplace变换解决了在解析的初值数据下的初值问题,并通过解的 Laplace逆变换
的渐近分析得到衰减速率. 再者,他们还提出了离散的中立特征值是不存在的,所以解
的 Laplace变换没有奇点. 我们的观点不需要建立在离散中立特征值不存在的前提下,
这与定理1.0.1的推论中阐述的对任意 B2 > 0的衰减率相一致. 这样的对照在半空间
中 [1] [3] [2]和有限管状空间 [5]是十分鲜明的,因为可以被证明当 B2 > 1

4
时是存在无穷个

离散的中立特征值. Dikii [7]对半空间中的解给出了显式的表达,它们与本文中的解是类
似的. 但是 Dikii只证明了 Lyapunov稳定性,而没有对于衰减作出讨论.
最后,我们简单地叙述一下本文的证明过程. 首先,我们使用 Fourier变换和 Laplace

2



1 绪论

变换在随着背景流平移的坐标系下将原来的 PDE系统转化为一个二阶线性 ODE.通解
是使用两个超几何函数表示的,其中齐次方程的解与全空间中的解是相同的,而非齐次
方程的解则是由一个积分方程给出. 接着我们对齐次解和非齐次解分别给出衰减速度
的估计.
本文的结构如下. 在第 2节,我们导出了线性化方程,并介绍了超几何函数,这些在

之后会被使用. 在第 3节,我们针对半空间的情形,使用超几何方程解了线性化方程. 并
对于 Richardson数 B2 < 1

4
的情形我们对齐次解和非齐次解分别给出衰减速度的估计.

在第 4节,简要地说明了半空间和管状空间的相似性,进而将半空间的结论扩展到了管
状空间中,并对于 Richardson数 B2 > 1

4
的情形我们给出了可数个振荡的解,说明了其

稳定性. 第 5节则从 Hamilton系统的角度,分析了其若干个不变量.

3
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2 预备知识

2.1 线性化 Euler方程组

二维无粘不可压非均质流体满足的方程组称为 Euler方程组,它由

ρ (∂t + v · ∇)v +∇p = ρg, (2-1)

(∂t + v · ∇) ρ = 0, (2-2)

∇ · v = 0, (2-3)

三个方程构成,方程 (2-1)被称为动量方程,方程 (2-2)被称为质量守恒方程,方程 (2-3)
是不可压缩条件. 方程的自变量 (t; x, y)中的 t ∈ R是时间,空间 (x, y)所在的区域为两

个本文中研究的区域: x ∈ T = [0, L)是周期的, y ∈ R+ 或者 y ∈ I = (0, H)分别对应

于半空间与管状空间. 速度场 v = (vx, vy)与密度场 ρ 是空间 (x, y)与时间 t的函数.
g = (0,−g)是方向朝向 y轴负方向的重力加速度,其中 g是重力加速度常数. 最简单的
稳态解是剪切流,即 v0 = (U(y), 0)且 ρ0 = ρ0(y)的层流. 由不可压缩条件 (2-3)可以定
义流函数 ψ = ψ(t; x, y),使得 v = ∇⊥ψ. 这里 ∇⊥ = (−∂y, ∂x)是旋转后的梯度算子. 可
以看出流函数不是唯一的,对于增减一个常数都是容许的.
我们考察的边界条件是 v ⊥ n,其中 n是外法向量. 具体的,对于半空间的情形,我

们要求在直线 y = 0上 vy = 0. 对于管状空间的情形,则要求在直线 y = 0与 y = H 上

均有 vy = 0. 等价的,流函数 ψ 的边界条件则是对于半空间有 ψ(t;x, 0) = 0. 对于管状
空间,有 ψ(t;x, 0) = 0, ψ(t;x,H) = ψH(t),其中 ψH(t)是一个只和 t有关的函数.

现在我们考虑剪切流 (v0, ρ0)附近的线性化方程. 令 v = ∇⊥ψ 与 ρ分别是速度场

和密度场的一个小扰动. 代入原方程,取出一阶小量,可以得到线性化的方程组为

ρ0 [(∂t + U(y)∂x)v + (vy∂y)v0] +∇p = ρg, (2-4)

(∂t + U(y)∂x) ρ+ vyρ′0 (y) = 0. (2-5)

∇ · v = 0.

取方程 (2-4)的旋度,我们得到

−ρ
′
0(y)

ρ0
[U ′(y)∂xψ + (∂t + U(y)∂x) (−∂yψ)]

+ (∂t + U(y)∂x)∆ψ − U ′′(y)∂xψ = −∂x
(
ρ

ρ0

)
g. (2-6)

4



2 预备知识

方程 (2-5)可以被变形成为

(∂t + U(y)∂x)
ρ

ρ0
= −∂xψ

ρ′0(y)

ρ0
. (2-7)

现在考察背景剪切流为指数密度分层的 Couette流的情形, 即 U(y) = Ry, 且 ρ0(y) =

Ae−βy. 那么方程 (2-6)-(2-7)变为

β [R∂x − (∂t +Ry∂x) ∂y]ψ + (∂t +Ry∂x)∆ψ = −∂x
(
ρ

ρ0

)
g, (2-8)

(∂t +Ry∂x)

(
ρ

ρ0

)
= β∂xψ. (2-9)

当 R ̸= 0时,记 B2 = βg
R2 ,它被称为 Richardson常数,再记 T = Rρ

βρ0(y)
为相对密度扰动,

ω = −∆ψ是速度场扰动,这样就有

−β
[
∂x −

(
∂t
R

+ y∂x

)
∂y

]
ψ +

(
∂t
R

+ y∂x

)
ω = B2∂xT, (2-10)(

∂t
R

+ y∂x

)
T = ∂xψ, (2-11)

ω = −∆ψ. (2-12)

方程组 (2-10)-(2-12) 还是比较复杂的. 许多学者, 包括 Høiland [4], Case [6], Kuo [8],
Hartman [9], Chimonas [10], Brown and Stewartson [11], Farrell and Ioannou [12],都使用了Boussi-
nesq近似,即只考虑密度的变化在含有重力加速度 ρg 的项上的影响,在其它的项上则
将密度视作常数. 使用 Boussinesq近似要求密度的变化很小,大致在一个常数附近变化.
这样, Euler动量方程变为

ρ̄ (∂t v+ (v · ∇)v) +∇p = ρg, (2-13)

其中 ρ̄是常数, ρ是密度的变化. 具有密度 ρ0(y)的剪切流 (U(y), 0)附近的 Boussinesq
方程的线性化方程为

(∂t + U(y)∂x)∆ψ − U ′′(y)∂xψ = −∂x
(
ρ

ρ̄

)
g, (2-14)

(∂t + U(y)∂x)
ρ

ρ̄
= −∂xψ

ρ′0
ρ̄
. (2-15)

和原 Euler 方程的线性化方程 (2-6) 相比, 这个方程可以被视为 ρ′0/ρ0 相对很小的情

形, 这样方程 (2-6)的第一项相对于方程的其它项可以忽略, 并且 ρ0 可以被常数 ρ̄代

替. 对于指数分层 ρ0 = Ae−βy 的 Couette流 U(y) = Ry,要想使用 Boussinesq近似,需
要 β 十分小, 这样就可以近似地有 ρ0 ≈ A(1 − βy). 这样, 我们考虑带有线性密度变
化 ρ0 (y) = −Aβy 附近的 Couette 流 (Ry, 0), 具有常数的密度背景 ρ̄ = A. 那么方程

5
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(2-14)-(2-15)变为

(∂t +Ry∂x)∆ψ = −∂x
( ρ
A

)
g, (2-16)

(∂t +Ry∂x)
( ρ
A

)
= β∂xψ. (2-17)

如果 R ̸= 0,就记 B2 = βg
R2 , T = Rρ

βA
,则有(

∂t
R

+ y∂x

)
ω = B2∂xT, (2-18)(

∂t
R

+ y∂x

)
T = ∂xψ, (2-19)

ω = −∆ψ. (2-20)

2.2 Sobolev空间

我们研究的空间为 (x, y) ∈ U = T× Uy,其中 Uy = (0, H)或者 R+.
首先将函数在 x 方向展成 Fourier 级数. 对于 f(x, y) (x ∈ T, y ∈ Uy), 定义它的

Fourier系数为

fk(y) =
1

L

∫ L

0

f(x, y)e−
2πikx

L dx (2-21)

则有逆变换公式

f(x, y) =
∑
k∈Z

fk(y)e
2πikx

L . (2-22)

其在 x方向不为 0的投影则定义为

P̸=0f(x, y) =
∑
k ̸=0

fk(y)e
2πikx

L . (2-23)

可以注意到 P̸=0f 在任何固定 y的条件下对于 x在 0到 L之间的积分为 0. 我们可以由
此定义 Sobolev空间 Hsx

x H
sy
y (U),包含所有满足下式的函数:∑

k∈Z

(
1 + k2

)sx ∥fk∥2Hsy (Uy)
< +∞ (2-24)

其中 Hsy 是一般的一元函数的 Sobolev范数. 这样我们定义 U 上的 Sobolev范数为

∥f∥Hsx
x H

sy
y (U) =

(∑
k∈Z

(
1 + k2

)sx ∥fk∥2Hsy (Uy)

) 1
2

. (2-25)

6



2 预备知识

类似的可以定义更一般的 Hsx
x W

sy ,p
y (U)空间,它包含所有 Hsx

x W
sy ,p
y (U)范数

∥f∥Hsx
x W

sy,p
y (U) =

(∑
k∈Z

(
1 + k2

)sx ∥fk∥2W sy,p(Uy)

) 1
2

(2-26)

有限的函数.
下面来讨论一下 fk. 当 Uy = R+时,可以使用 Laplace变换

f̂k(η) =

∫ ∞

0

fk(y)e
−iηydy, (2-27)

有 Laplace逆变换

fk(y) =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
f̂k(−pi)epydp =

1

2π

∫ ∞−iγ

−∞−iγ

f̂k(η)e
iηydη, (2-28)

其中 γ ∈ R使得 f̂k 的奇点全部在积分路径的上方.
假定 fk 是一个在 R+ = (0,∞)上的 H2函数,并假定它满足边界条件 fk(0) = 0,而

且导数连续到边界. 则可以定义它的奇延拓

f̃k(y) := sgn(y)fk(|y|). (2-29)

可以证明 f ′
k(|y|)是 f̃ 在 R上的弱导数, sgn(y)f ′′

k (|y|)是 f ′
k(|y|)在 R上的弱导数. 并且

由此得出 f̃k 依然有 H2的正则性,即 f̃ ∈ H2(R). 并且, f̃k 的 Fourier变换为∫ ∞

−∞
f̃k(y)e

−iηydy =

∫ ∞

0

fk(y)e
−iηydy −

∫ ∞

0

fk(y)e
iηydy = f̂k(η)− f̂k(−η). (2-30)

事实上,∫ ∞

0

fk(y)e
−iηydy −

∫ ∞

0

fk(y)e
iηydy = −2i

∫ ∞

0

fk(y) sin(ηy)dy. (2-31)

因此有

∥fk∥H2(R+) =
1√
2

∥∥∥f̃k∥∥∥
H2(R)

=
1√
2

(∫ ∞

−∞
⟨η⟩4

∣∣∣f̂k(η)− f̂k(−η)
∣∣∣2 dη) 1

2

. (2-32)

当 Uy = I = (0, H)时,可以使用 2H 周期的 Fourier级数展开

fk(y) =
∑
η∈Z

f̂k(η)e
πiηy
H dη, (2-33)

其中 Fourier系数为

f̂k(η) =
1

2H

∫ H

0

fk(y)e
−πiηy

H dy. (2-34)

假定 fk是一个在 I = (0, H)上的H2函数,并假定它满足边界条件 fk(0) = fk(H) =

7
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0,而且导数连续到边界. 则可以定义它的周期奇延拓: 对任意 y ∈ (−H,H),m ∈ Z有

f̃k(y + 2mH) := sgn(y)fk(|y|). (2-35)

可以证明 f̃k依然有H2的正则性,即 f̃ ∈ H2
loc(R). 并且, f̃k的 2H 周期的 Fourier系数为

1

2H

∫ H

−H

fk(y)e
−πiηy

H dy =
1

2H

∫ H

0

fk(y)e
−πiηy

H dy − 1

2H

∫ H

0

fk(y)e
πiηy
H dy

= f̂k(η)− f̂k(−η). (2-36)

事实上,

1

2H

∫ H

0

fk(y)e
−πiηy

H dy− 1

2H

∫ H

0

fk(y)e
πiηy
H dy = − i

H

∫ H

0

fk(y) sin
(πηy
H

)
dy. (2-37)

因此有

∥fk∥H2(I) =
1√
2

∥∥∥f̃k∥∥∥
H2([−H,H])

=
√
H

∑
η∈Z

⟨η⟩4
∣∣∣f̂k(η)− f̂k(−η)

∣∣∣2
 1

2

(2-38)

2.3 超几何函数

Gauss超几何函数 F (a, b; c; z)用如下的幂级数定义: 对于 |z| < 1,

F (a, b; c; z) =

∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!
(2-39)

其中

(x)n =

{
1 n = 0,

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1) n > 0.
(2-40)

表示向上递乘. F (z)在 |z| ≥ 1处的值由解析延拓得到. 如果 c, z ∈ R,并且 a, b是共轭

复数,那么 F (a, b; c; z)也是实值的. 下面的引理被称为 Gauss连续关系.

引理 2.3.1 F (z) = F (a, b; c; z)的导数可以表示为

dF

dz
=
ab

c
F (a+ 1, b+ 1; c+ 1; z) (2-41)

=
c− 1

z
(F (a, b; c− 1; z)− F (a, b; c; z)) (2-42)

=
1

c(1− z)
[(c− a) (c− b)F (a, b; c+ 1; z) + c (a+ b− c)F (a, b; c; z)] . (2-43)

超几何函数与超几何方程有着密切的联系.

引理 2.3.2 假定 c不是整数. 那么 Euler超几何方程

z(1− z)f ′′(z) + [c− (a+ b+ 1)z] f ′(z)− abf(z) = 0 (2-44)

8



2 预备知识

有两个线性无关的解,

f1(z) = F (a, b; c; z), (2-45)

f2(z) = z1−cF (1 + a− c, 1 + b− c; 2− c; z). (2-46)

这两个定理的证明见 Bateman [20]的第 57与 74页.
超几何函数在 z = 1有一个分支点,另一个分支点在 z = ∞. 默认的连接两个分支

点的割线是 z > 1, z ∈ R. Pfaff变换可以把一个超几何函数在 z = 1附近的值与另一个

超几何函数在 z = ∞的值联系起来:

F (a, b; c; z) = (1− z)−bF

(
c− a, b; c;

z

z − 1

)
, (2-47)

F (a, b; c; z) = (1− z)−bF

(
c− a, b; c;

z

z − 1

)
. (2-48)

将它们结合,即可得到 Euler变换

F (a, b; c; z) = (1− z)c−a−bF (c− a, c− b; c; z) . (2-49)

当 Re(c) > Re(a+ b)时,我们有 Gauss公式

F (a, b; c; 1) =
Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
. (2-50)

当 Re(c) < Re(a+ b)时, F (a, b; c; 1)等于无穷大.
接下来的引理在之后解常微分方程中有重要作用.

引理 2.3.3 上述两个解的 Wronski行列式是

W (z) = f1(z)f
′
2(z)− f ′

1(z)f2(z) = (1− c)z−c(1− z)c−1−a−b. (2-51)

证明. 根据 Liouville’s公式, Euler超几何方程的Wronski行列式可以写成

W (z) = C exp

(
−
∫
c− (a+ b+ 1)z

z(1− z)
dz

)
= C exp (− log(1− z)(a+ b+ 1− c)− c log(z))

= Cz−c(1− z)c−1−a−b = Cz−c +O(z−c−1) (2-52)

为了确定常数 C,只需要计算W (z)在 z = 0处的幂级数展开的首项系数. 根据定义,

f1(0) = 1, f ′
1(0) =

ab

c
, f2(z) ∼ z1−c, f ′

2(z) ∼ (1− c)z−c (2-53)

当 z → 0,所以 C = 1− c进而W (z) = (1− c)z−c(1− z)c−1−a−b.
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3 半空间内的情形

从这里开始的几节,我们讨论在半空间中有背景剪切流时方程的解,即 Uy = R+且

R ̸= 0的情形.

3.1 方程的解

在这一节, 我们对 Boussinesq 方程组 (2-18-2-20) 与原始 Euler 方程组 (2-10-2-12)
分别使用 Fourier 变换与 Laplace 变换, 接着对变换后的方程变成关于 t 的二阶线

性 ODE, 并使用超几何函数给出显式解. 我们使用随背景剪切流运动的新坐标
(z, y) = (x−Rty, y)并在这个坐标下定义

f(t; z, y) = ω(t; z + ty, y) = ω(t;x, y), (3-1)

ϕ(t; z, y) = ψ(t; z +Rty, y) = ψ(t;x, y), (3-2)

τ(t; z, y) = T (t; z +Rty, y) = T (t; x, y). (3-3)

我们给定初始条件与边界条件如下

ϕ(0; z, y) = ψ(0;x, y) = ψ0(x, y), (3-4)

ϕt(0; z, y) = ψt(0;x, y) = ζ0(x, y), (3-5)

ϕ(t; z, 0) = 0. (3-6)

3.1.1 带有 Boussinesq近似的 Euler方程组的解
在新的坐标 (z, y)下,方程 (2-18-2-20)变为

∂tf(t; z, y) = (∂t +Ry∂x)ω(t; x, y) = RB2∂xT (t;x, y) = RB2∂zτ(t; z, y), (3-7)

∂tτ(t; z, y) = (∂t + y∂x)T (t; x, y) = R∂xψ(t;x, y) = R∂zϕ(t; z, y), (3-8)[
∂zz + (∂y −Rt∂z)

2
]
ϕ(t; z, y) = ψxx + ψyy = −ω(t; x, y) = −f(t; z, y). (3-9)

先在 z方向使用 (2-21)的 Fourier级数展开 z → k,再对 y方向使用 (2-27)的 Laplace变
换 y → η,得到

f̂k
t = RB2(ik)τ̂ k, (3-10)

τ̂ kt = R(ik)ϕ̂k, (3-11)[
(ik)2 + (iη − iRkt)2

]
ϕ̂k = −f̂k + ϕk

y(t; 0). (3-12)

10
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初始条件与边界条件变为

ϕ̂k(0; η) = ψ̂k
0(η), (3-13)

ϕ̂k
t (0; η) = ζ̂k0 (η), (3-14)

ϕk(t; 0) = 0. (3-15)

为方便起见,在不引起混淆的情形下,省略上标 k,即用 ϕ(t; 0)表示 ϕk(t; 0),等等.
将 (3-12)对 t求两阶偏导,依次得到[

(ik)2 + (iη − iRkt)2
]
ϕ̂t + 2(iη − iRkt)(−iRk)ϕ̂ = −f̂t + ϕyt(t; 0)

=−RB2(ik)τ̂ + ϕyt(t; z, 0), (3-16)[
(ik)2 + (iη − iRkt)2

]
ϕ̂tt + 4(iη − iRkt)(−iRk)ϕ̂t + 2(−iRk)2ϕ̂

=− f̂tt + ϕytt(t; 0) = −RB2(ik)τ̂t + ϕytt(t; z, 0)

=−R2B2(ik)2ϕ̂+ ϕytt(t; 0). (3-17)

对于固定的 k ̸= 0和 η,定义 s = t− η
Rk
, s0 = − η

Rk
. 我们就得到了一个关于 ϕ̂的二阶线

性 ODE(
1

R2
+ s2

)
ϕ̂tt + 4sϕ̂t + (2 +B2)ϕ̂ =

ξ(t)

R2k2
. (3-18)

其中

ξ(t) = −ϕytt(t; 0). (3-19)

记 ν =
√

1
4
−B2,则方程 (3-18)对应的齐次方程 (即将 ξ 用 0代替得到的方程)的两个

线性无关的解为 (见 Yang与 Lin [19])

g1(s) = F

(
3

4
− ν

2
,
3

4
+
ν

2
;
1

2
;−R2s2

)
,

g2(s) = RsF

(
5

4
− ν

2
,
5

4
+
ν

2
;
3

2
;−R2s2

)
.

考虑初始条件 (3-13-3-14),则方程 (3-18)对应的齐次方程的解为

ϕ̂h(t; η) =
g1(s)g

′
2(s0)− g′1(s0)g2(s)

∆(s0)
ψ̂0(η)−

g1(s)g2(s0)− g1(s0)g2(s)

∆(s0)
ζ̂0(η) (3-20)

其中

∆(s0) = g1(s0)g
′
2(s0)− g′1(s0)g2(s0) =

1

(1 +R2s20)
2 (3-21)

11
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非齐次方程 (3-18)在零初始条件 (ϕ̂(0; η) = ϕ̂t(0; η) = 0)下的解为

ϕ̂i(t; η) =

∫ t

0

g1(t1 + s0)g2(s)− g1(s)g2(t1 + s0)

∆(t1 + s0)

ξ(t1)

[1 +R2(t1 + s0)2] k2
dt1 (3-22)

=

∫ s

s0

g1(s1)g2(s)− g1(s)g2(s1)

∆(s1) (1 +R2s21) k
2

ξ(s1 − s0)ds1. (3-23)

积分 (3-48)的积分路径是连接 s0与 s的线段. 这样,非齐次方程 (3-18)在给定的初始条
件 (3-13-3-14)下的解就可以写成

ϕ̂(t; η) = ϕ̂h(t; η) + ϕ̂i(t; η) (3-24)

所以原方程的解为其 Laplace逆变换

ϕ(t; y) = L−1
(
ϕ̂h(t; η) + ϕ̂i(t; η)

)
(3-25)

因此得到 ξ满足的方程为

ξ(t) = − d3

dydt2

∣∣∣∣
y=0

L−1
(
ϕ̂h(t; η) + ϕ̂i(t; η)

)
. (3-26)

但是由于此方程比较复杂,现在还未想到合适的确定 ξ的解法.

3.1.2 原 Euler方程组的解
现在我们来解未经 Boussinesq化简的原始 Euler方程组的线性化方程 (2-10)-(2-12).

使用本节初定义的 f, ϕ, τ ,方程 (2-10)-(2-12)变为

−β [R∂z − ∂t (∂y −Rt∂z)]ϕ+ ∂tf = RB2∂zτ, (3-27)

∂tτ = R∂zϕ, (3-28)

−
[
∂zz + (∂y −Rt∂z)

2
]
ϕ = f. (3-29)

经过与上一小节相同的 Fourier级数展开与 Laplace变换 (z, y) → (k, η),方程 (3-27)变
为

−β [iRk − ∂t (iη − iRkt)] ϕ̂+ f̂t = RB2(ik)τ̂ . (3-30)

对 t求偏导,可以得到

−β [iRk∂t − ∂tt (iη − iRkt)] ϕ̂+ f̂tt = RB2(ik)τ̂t. (3-31)

代入由方程 (3-28-3-29)变换得到的

τ̂t = iRkϕ̂, (3-32)

f̂ = −
[
(ik)2 + (iη − iRkt)2

]
ϕ̂+ ϕy(t; 0), (3-33)

12



3 半空间内的情形

我们有

∂tt
[
k2 + (η −Rkt)2 + β(iη − iRkt)

]
ϕ̂− β(iRk)ϕ̂t +R2B2k2ϕ̂ = ξ(t). (3-34)

定义 χ = e−
1
2
βyϕ,那么 ϕ̂(k, η) = χ̂(k, η + 1

2
iβ),上述方程变形为

∂tt

[
k2 +

(
η − 1

2
iβ −Rkt

)2

+ β

(
i

(
η − 1

2
iβ

)
− iRkt

)]
χ̂

−β(iRk)χ̂t +R2B2k2χ̂ = ξ(t), (3-35)

化简后得到

∂tt

[
1

4
β2 + k2 + (η −Rkt)2

]
χ̂− iβRkχ̂t +R2B2k2χ̂ = ξ(t). (3-36)

当 k ̸= 0时,再次定义 s = t− η
Rk
, s0 = − η

Rk
,则有

∂tt

[(
1

4
β2 + k2 +R2k2s2

)
χ̂

]
− iβRkχ̂t +R2B2k2χ̂ = ξ(t). (3-37)

定义m =
√

1
4
β2 + k2, κ = Rk

m
, β1 =

β
2m

,则有

∂tt
[(
m2 +R2k2s2

)
χ̂
]
− iβRkχ̂t +R2B2k2χ̂ = ξ(t), (3-38)

∂tt
[(
1 + κ2s2

)
χ̂
]
− 2iβ1κχ̂t +B2κ2χ̂ =

ξ(t)

m2
. (3-39)

方程 (3-39)对应的齐次方程的两个线性无关的解为 (见 Yang与 Lin [19])

g3(s) = F

(
3

2
− ν,

3

2
+ ν; 2− β1;

1 + iκs

2

)
, (3-40)

g4(s) =

(
1 + iκs

2

)−1+β1

F

(
1

2
+ β1 − ν,

1

2
+ β1 + ν; β1;

1 + iκs

2

)
(3-41)

考虑初始条件

χ̂(0; η) = e−
1
2
βyϕ̂(0; η) = ψ̂0(η), (3-42)

χ̂t(0; η) = e−
1
2
βyϕ̂t(0; η) = ζ̂0(η), (3-43)

χ(t; 0) = e−
1
2
βyϕ(t; 0) = 0. (3-44)

则方程 (3-39)对应的齐次方程的解为

χ̂h(t; η) =
g3(s)g

′
4(s0)− g′3(s0)g4(s)

∆(s0)
ψ̂0(η)−

g3(s)g4(s0)− g3(s0)g4(s)

∆(s0)
ζ̂0(η) (3-45)

13
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其中

∆(s0) = g3(s0)g
′
4(s0)− g′3(s0)g4(s0)

=
κi

2
(−1 + β1)

(
1

2
+
κs0
2
i

)−2+β1
(
1

2
− κs0

2
i

)−2−β1

, (3-46)

非齐次方程 (3-18)在零初始条件 (χ̂(0; η) = χ̂t(0; η) = 0)下的解为

χ̂i(t; η) =

∫ t

0

g3(t1 + s0)g4(s)− g3(s)g4(t1 + s0)

∆(t1 + s0)

ξ(t1)

[1 + κ2(t1 + s0)2]m2
dt1 (3-47)

=

∫ s

s0

g3(s1)g4(s)− g3(s)g4(s1)

∆(s1) (1 + κ2s21)m
2

ξ(s1 − s0)ds1. (3-48)

积分 (3-48)的积分路径是连接 s0与 s的线段. 这样,非齐次方程 (3-18)在给定的初始条
件 (3-13-3-14)下的解就可以写成

χ̂(t; η) = χ̂h(t; η) + χ̂i(t; η)

=
g3(s)g

′
4(s0)− g′3(s0)g4(s)

∆(s0)
ψ̂0(η)−

g3(s)g4(s0)− g3(s0)g4(s)

∆(s0)
ζ̂0(η)

+

∫ s

s0

g3(s1)g4(s)− g3(s)g4(s1)

∆(s1) (1 + κ2s21)m
2

ξ(s1 − s0)ds1 (3-49)

下面来确定 ξ的值. 如果 χ(t; y)在 y → +∞时增长慢于任何指数函数,那么 χ̂(t; η)

对于任意 Im(η) < 0都应该是解析的,即对于 Im(s0) > 0解析. 因为 ∆(s)在 s = iκ−1

处有一个分支点,同时这个分支点还是 g4(s)的一个恰好高一阶的分支点,所以函数的
多值性只可能出现在

−g
′
3(s0)g4(s)

∆(s0)
ψ̂0(η) +

g3(s0)g4(s)

∆(s0)
ζ̂0(η) +

∫ s

s0

g3(s1)g4(s)

∆(s1) (1 + κ2s21)m
2
ξ(s1 − s0)ds1

(3-50)

这些项中,即(
−g

′
3(s0)

∆(s0)
ψ̂0(η) +

g3(s0)

∆(s0)
ζ̂0(η) +

∫ s

s0

g3(s1)

∆(s1) (1 + κ2s21)m
2
ξ(s1 − s0)ds1

)
g4(s).

(3-51)

iκ−1 是 g4(s)的一个分支点,在这个点附近 g4 ≈
[
iκ
2
(s− iκ−1)

]−1+β1 . 为了使此函数在
s = iκ−1没有多值性,必须使括号内的表达式等于 0. 因此当 s = iκ−1, s0 = iκ−1 − t时,
有 ∫ s

s0

g3(s1)

∆(s1) (1 + κ2s21)m
2
ξ(s1 − s0)ds1 =

g′3(s0)

∆(s0)
ψ̂0(η)−

g3(s0)

∆(s0)
ζ̂0(η). (3-52)

14



3 半空间内的情形

同时利用 Euler变换,

g3(s) =

(
1

2
− κs

2
i

)−1−β1

F

(
1

2
− β1 − ν,

1

2
− β1 + ν; 2− β1;

1

2
+
κs

2
i

)
, (3-53)

可以将 s = iκ−1, s0 = iκ−1 − t代入,得到式 (3-52)的左侧等于∫ t

0

g3(s0 + t1)

∆(s0 + t1) (1 + iκ(s0 + t1)) (1− iκ(s0 + t1))m2
ξ(t1)dt1

=

∫ t

0

(
1− iκ(s0 + t1)

2

)−1−β1

F

(
1

2
− β1 − ν,

1

2
− β1 + ν; 2− β1;

1 + iκ(s0 + t1)

2

)
×(

1− iκ(s0 + t1)

2

)2+β1
(
1 + iκ(s0 + t1)

2

)2−β1
(
κi

2

)−1

(β1 − 1)−1 ×

1

(1 + iκ(s0 + t1)) (1− iκ(s0 + t1))m2
ξ(t1)dt1

=

∫ t

0

1

4
F

(
1

2
− β1 − ν,

1

2
− β1 + ν; 2− β1;

iκ(t1 − t)

2

)
×(

iκ(t1 − t)

2

)1−β1
(
κi

2

)−1

(β1 − 1)−1 × 1

m2
ξ(t1)dt1

=
1

4m2(1− β1)

(
−κi

2

)−β1

×∫ t

0

(t− t1)
1−β1 F

(
1

2
− β1 − ν,

1

2
− β1 + ν; 2− β1;−

iκ

2
(t− t1)

)
ξ(t1)dt1 (3-54)

注意到此时有 η = −Rks0 = −mκ(iκ−1 − t) = −im(1 + iκt),因此有

g′3(s0)

∆(s0)
ψ̂0(η) =−

(
3
2
− ν
) (

3
2
+ ν
)

(1− β1)(2− β1)

(
− iκt

2

)2−β1
(
1 +

iκt

2

)2+β1

×

F

(
5

2
− ν,

5

2
+ ν; 3− β1;−

iκt

2

)
ψ̂0 (−im(1 + iκt)) (3-55)

g3(s0)

∆(s0)
ζ̂0(η) =− 2

iκ(1− β1)

(
−iκt

2

)2−β1
(
1 +

iκt

2

)2+β1

×

F

(
3

2
− ν,

3

2
+ ν; 2− β1;−

iκt

2

)
ζ̂0 (−im(1 + iκt)) (3-56)

所以∫ t

0

K(t− t1)ξ(t1)dt1 = K1(t)ψ̂0 (−im(1 + iκt)) +K2(t)ζ̂0 (−im(1 + iκt)) , (3-57)
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其中

K(t) = t1−β1F

(
1

2
− β1 − ν,

1

2
− β1 + ν; 2− β1;−

iκ

2
t

)
, (3-58)

K1(t) =
m2κ2

(
3
2
− ν
) (

3
2
+ ν
)

(2− β1)22+β1
t2−β1 (2 + iκt)2+β1 F

(
5

2
− ν,

5

2
+ ν; 3− β1;−

iκt

2

)
,

(3-59)

K2(t) =
m2iκ

21+β1
t2−β1 (2 + iκt)2+β1 F

(
3

2
− ν,

3

2
+ ν; 2− β1;−

iκt

2

)
. (3-60)

这是一个关于 ξ(t)的第一类 Volterra积分方程.
由于它的积分核是一个特殊的超几何函数, 可以使用 Laplace 变换来解该方程.

K(t)的 Laplace变换 t→ σ为

L(K)(σ) =

∫ ∞

0

K(t)e−σtdt = Γ(2− β1)

(
iκ

2

)β1

σ−2e−
iσ
κ Wβ1,ν

(
2e−

iπ
2
σ

κ

)
(3-61)

其中Wβ1,ν 是Whittaker函数. 定义

Kinv(t) = L−1

(
1

L(K)(σ)

)
=

[
Γ(2− β1)

(
iκ

2

)β1
]−1 ∫ γ+i∞

γ−i∞

σ2eσtdσ

e−
iσ
κ Wβ1,ν

(
2e−

iπ
2

σ
κ

) , (3-62)

进而得出

ξ(t) =

∫ t

0

Kinv (t− t1)
(
K1(t1)ψ̂0 (−im(1 + iκt1)) +K2(t1)ζ̂0 (−im(1 + iκt1))

)
dt1.

(3-63)

将它代入 (3-49),即可得到在 Fourier级数与 Laplace变换下的解 χ̂i.
从积分式 (3-62)可以看出, Whittaker函数Wβ1,ν 的零点决定了积分是否会有衰减.

根据 Bateman [20],当 B2 > 1
4
时,Wβ1,ν 有无穷个零点. 当 B2 < 1

4
时,Wβ1,ν 有一个或者没

有零点,取决于 1
2
+ ν − β ≥ 0或 < 0. 因此,我们分 B2 < 1

4
与 B2 > 1

4
两种情形进行讨

论.

3.2 B2 < 1
4 时解的估计

在这一节,我们分别对 χi 和 χh 的大小给出估计,进而对于函数的解的大小给出一
个估计.
考虑到证明的连续性,我们先接着上一节对得到的非齐次解 χi给出大小估计.
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3 半空间内的情形

3.2.1 非齐次解 χi的大小估计

上一节的最后说明了积分式 (3-62)中的Whittaker函数 Wβ1,ν 在 B2 < 1
4
时, Wβ1,ν

有一个或者没有零点,取决于 1
2
+ ν − β1 ≤ 0或 > 0. 要想对于所有的 k都没有零点,只

需要 k = 1的时候有 1
2
+ ν − β1 > 0即可,这时 β1 = β∗ = β√

4+β2
. 如若 1

2
+ ν − β∗ ≤ 0,

则对于有限个小的 k存在零点,而除去这些可能的零点的留数以外,可以把积分路径变
为围绕实轴负半轴的折线,可以得出

Kinv(t) = Cκ−
5
2
−νt−

5
2
−ν +O

[
(κt)−

5
2
−3ν
]

(3-64)

随着 t→ ∞,其中

C =
Γ(5

2
+ ν)Γ(1

2
+ ν − β1)

2
1
2
−νΓ(2ν)Γ(2− β1)

(
e(

3
4
− 3ν

2 )i − e−(
1
4
+ ν

2 )i
)(iκ

2

)−β1

(3-65)

注意到

|Kinv(t)| ≲ ⟨κt⟩−
5
2
−ν , (3-66)

|K1(t)| ≲ m2κ2t2−β1 ⟨κt⟩−
1
2
+ν+β1 , (3-67)

|K2(t)| ≲ m2κt2−β1 ⟨κt⟩
1
2
+ν+β1 . (3-68)

因为当 k是下有界的 (|k| ≥ 1), κ是一致远离 0的,就有

|Kinv(t)| ≲ ⟨t⟩−
5
2
−ν , (3-69)

|K1(t)| ≲ k2 ⟨t⟩
3
2
+ν , (3-70)

|K2(t)| ≲ k2 ⟨t⟩
5
2
+ν . (3-71)

假定 ψ0e
−my ∈ Hσ

y (R)对于某个 σ > 0成立 (在 y < 0的时候零延拓),就会有估计∫ t

0

Kinv (t− t1)K1(t1)ψ̂0 (−im(1 + iκt1)) dt1

=

∫ t

0

Kinv (t− t1)K1(t1)ψ̂0e−my(mκt1)dt1

=

∫ t

0

Kinv (t− t1)K1(t1) ⟨mκt1⟩−σ ⟨mκt1⟩σ ψ̂0e−my(mκt1)dt1

≤
(∫ t

0

(
Kinv (t− t1)K1(t1) ⟨mκt1⟩−σ)2 dt1) 1

2 1√
mκ

∥∥ψ0e
−my

∥∥
Hσ(R+)

≲ k
3
2
−σ

(∫ t

0

(
⟨t− t1⟩−

5
2
−ν ⟨t1⟩

3
2
+ν ⟨t1⟩−σ

)2
dt1

) 1
2 ∥∥ψ0e

−my
∥∥
Hσ(R)

≲ k
3
2
−σ ⟨t⟩−

1
2
−σ
∥∥ψ0e

−my
∥∥
Hσ(R)

. (3-72)
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对 ζ̂0也进行类似的估计,我们得到

|ξ(t)| ≲ k
3
2
−σ ⟨t⟩−

1
2
−σ
∥∥ψ0e

−my
∥∥
Hσ(R)

+ k
3
2
−σ ⟨t⟩

1
2
−σ
∥∥ζ0e−my

∥∥
Hσ(R)

. (3-73)

因为

g3,4(s) ≲ ⟨κs⟩−
3
2
+ν ≲ ⟨s⟩−

3
2
+ν , (3-74)

∆(s) ∼ ⟨κs⟩−4 κ (β1 − 1) ∼ ⟨s⟩−4 , (3-75)

我们有

χ̂i(t; η) ≲ k
3
2
−σ ⟨s⟩−

3
2
+ν × (3-76)∫ t

0

⟨s0 + t1⟩
1
2
+ν
(
⟨t1⟩−

1
2
−σ
∥∥ψ0e

−my
∥∥
Hσ(R)

+ ⟨t1⟩
1
2
−σ
∥∥ζ0e−my

∥∥
Hσ(R)

)
dt1

其中

⟨s⟩−
3
2
+ν

∫ t

0

⟨s0 + t1⟩
1
2
+ν ⟨t1⟩−

1
2
−σ dt1 ≤ ⟨s⟩−

3
2
+ν

∫ ∞

−∞
⟨s0 + t1⟩

1
2
+ν ⟨t1⟩−

1
2
−σ dt1

≤ ⟨s⟩−
3
2
+ν ⟨s0⟩ν−σ+1

∫ ∞

−∞
⟨1 + t1⟩

1
2
+ν ⟨t1⟩−

1
2
−σ dt1

≤ Cσ ⟨s⟩−
3
2
+ν ⟨s0⟩ν−σ+1 (3-77)

⟨s⟩−
3
2
+ν

∫ t

0

⟨s0 + t1⟩
1
2
+ν ⟨t1⟩

1
2
−σ dt1 ≤ ⟨s⟩−

3
2
+ν ⟨s0⟩ν−σ+2

∫ t/s0

0

⟨1 + t1⟩
1
2
+ν ⟨t1⟩−

1
2
−σ dt1

≤ ⟨s⟩−
3
2
+ν ⟨s0⟩ν−σ+1 ⟨t⟩ (3-78)

进而得出

χ̂i(t; η) ≲ k
3
2
−σ ⟨s⟩−

3
2
+ν ⟨s0⟩ν−σ+1

(∥∥ψ0e
−my

∥∥
Hσ(R)

+ ⟨t⟩
∥∥ζ0e−my

∥∥
Hσ(R)

)
. (3-79)

因此,

∥χi(t; y)∥2Hα(R) ≲
∫ ∞

−∞
⟨η⟩2α |ζ∗i (η, t)|2dη

≲ k4−2σ+2α
(∥∥ψ0e

−my
∥∥
Hσ(R)

+ ⟨t⟩
∥∥ζ0e−my

∥∥
Hσ(R)

)2 ∫ ∞

−∞
⟨s0⟩2α+2ν−2σ+2 ⟨s⟩−3+2ν ds0

≲ k4−2σ+2α
(∥∥ψ0e

−my
∥∥
Hσ(R)

+ ⟨t⟩
∥∥ζ0e−my

∥∥
Hσ(R)

)2
⟨t⟩2α+4ν−2σ . (3-80)

所以

∥χi∥L2(R) ≲
(∥∥ψ0e

−my
∥∥
H2(R)

+
∥∥ζ0e−my

∥∥
H3(R)

)
⟨t⟩−2+2ν . (3-81)
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3 半空间内的情形

3.2.2 齐次解 χh的大小估计

齐次方程的解

χ̂h(t; η) =
g3(s)g

′
4(s0)− g′3(s0)g4(s)

∆(s0)
ψ̂0(η)−

g3(s)g4(s0)− g3(s0)g4(s)

∆(s0)
ζ̂0(η) (3-82)

中,因为有估计

|g3(s)|, |g4(s)| ≲ ⟨s⟩−
3
2
+ν , (3-83)

|∆(s)| ∼ ⟨s⟩−4 , (3-84)

所以有

|χ̂h(t; η)| ≲ ⟨s⟩−
3
2
+ν ⟨s0⟩

3
2
+ν
∣∣∣ψ̂0(η)

∣∣∣+ ⟨s⟩−
3
2
+ν ⟨s0⟩

5
2
+ν
∣∣∣ζ̂0(η)∣∣∣ (3-85)

因此,当 ψ0 ∈ H2(R), ζ0 ∈ H3(R)时,可以利用文献 [19]中的引理 4,得到 L2范数的衰减.
这里引用如下:

引理 3.2.1 假设存在 a > 0与 b, c ∈ R满足

|ĝ(t; k, η)| ≲ ⟨s⟩−a ⟨s0⟩b |k|c
∣∣∣ĥ(k, η)∣∣∣ , 0 ̸= k ∈ Z, η ∈ R, (3-86)

那么

∥P̸=0g (t)∥L2(T×R) ≲ ⟨t⟩−a ∥h∥Hc
xH

b+a
y

. (3-87)

证明见 Yang与 Lin [19]. 使用此定理,就有

∥χh∥L2(R) ≲ ⟨t⟩−
3
2
+ν
(
∥ψ0∥H3(R) + ∥ζ0∥H4(R)

)
. (3-88)

这样,就可以得到整体的流函数的 L2范数衰减,为

∥P̸=0χ∥L2(T×R) ≲ ⟨t⟩−
3
2
+ν
(
∥ψ0∥L2

xH
3
y(T×R) + ∥ζ0∥L2

xH
4
y(T×R)

)
. (3-89)

至于速度场,因为

e−
1
2
βyvy(t;x, y) =e−

1
2
βy∂xψ(t; x, y) = ∂xe

− 1
2
βyϕ(t;x− ty, y) = ∂zχ(t; z, y), (3-90)

e−
1
2
βyvx(t;x, y) =e−

1
2
βy (−∂yψ(t;x, y)) = e−

1
2
βy(−∂y + t∂z)ϕ(t; z, y) (3-91)

=(−∂y + t∂z)
(
e−

1
2
βyϕ(t; z, y)

)
− 1

2
βe−

1
2
βyϕ(t; z, y) (3-92)

=

(
−∂y + t∂z −

1

2
β

)
χ(t;x, y), (3-93)
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所以根据 (3-85),有∣∣∣∣ ̂e− 1
2
βyvx (t; k, η)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(iks− 1

2
β

)
χ̂(t; k, η)

∣∣∣∣
≤ |k| ⟨s⟩−

1
2
+ν ⟨s0⟩

3
2
+ν
(∣∣∣ψ̂0(η)

∣∣∣+ ⟨s0⟩
∣∣∣ζ̂0(η)∣∣∣) , (3-94)∣∣∣∣ ̂e− 1

2
βyvy (t; k, η)

∣∣∣∣ = |ikχ̂(t; k, η)|

≤ |k| ⟨s⟩−
3
2
+ν ⟨s0⟩

3
2
+ν
(∣∣∣ψ̂0(η)

∣∣∣+ ⟨s0⟩
∣∣∣ζ̂0(η)∣∣∣) (3-95)

利用引理3.2.1即可得到∥∥∥P ̸=0e
− 1

2
βyvx

∥∥∥
L2(T×Uy)

≲ ⟨t⟩−
1
2
+ν
(
∥ψ0∥H1

xH
2
y(T×R) + ∥ζ0∥H1

xH
3
y(T×R)

)
, (3-96)∥∥∥e− 1

2
βyvy

∥∥∥
L2(T×Uy)

≲ ⟨t⟩−
3
2
+ν
(
∥ψ0∥H1

xH
3
y(T×R) + ∥ζ0∥H1

xH
4
y(T×R)

)
. (3-97)

这就完成了定理1.0.1的证明.
然而,这里我们要求初始条件 ψ0和 ζ0可以零延拓成全空间的H3和H4函数,而这

样的要求往往是很难达到的: 函数在边界 y = 0上没有很好的正则性. 往往它们只是在
边界上连续 (ψ0(t; 0) = ζ0(t; 0) = 0,导数却没有连续性,所以至多具有 H1 的正则性. 这
与我们的要求还有很大的差距. 暂时还没有得到很好的方法来克服这一困难.
它依然在一定程度上给出了结论. 一个更强的条件是,对于支集真包含于 y > 0的

扰动,显然零延拓是保持正则性的.
另外,也可以从表达式看出,当初始条件在频域中是一个紧集时 (Hartman [9]研究过

这一情形), ⟨s⟩可以简单地用 ⟨t⟩替换,而 ⟨s0⟩都有界,所以也可以得到相同的收敛速度.

3.3 B2 > 1
4 的情形

当 B2 > 1
4
的时候,由于Whittaker函数Wβ1,ν 有无穷个零点,所以 Laplace逆变换会

有无穷个振荡的解,这说明是不太可能得到任何衰减的. Dikii [7] 说明了解事实上是 L∞

有界的. 这里我们暂时不能给出 L2 稳定性的结论,但是笔者认为解很有可能是稳定而
不衰减的.
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4 管状空间内的情形

这里以原始 Euler方程 (2-10)-(2-12)为例,说明管状空间与半空间的相似处. 使用
Boussinesq近似得到的结果也是相同的. 之后我们针对 B2 > 1

4
的情形显式地给出特征

解.

4.1 与半空间的相似性

和半空间相同,使用之前定义的 f, ϕ, τ ,管状空间 (x, y) ∈ [0, L) × (0, H)内的方程

(2-10)-(2-12)变为

−β [R∂z − ∂t (∂y −Rt∂z)]ϕ+ ∂tf = RB2∂zτ, (4-1)

∂tτ = R∂zϕ, (4-2)

−
[
∂zz + (∂y −Rt∂z)

2
]
ϕ = f. (4-3)

经过与之前相同的 Fourier级数展开与 Laplace变换 (z, y) → (k, η),方程 (4-1)变为

−β [iRk − ∂t (iη − iRkt)] ϕ̂+ f̂t = RB2(ik)τ̂ . (4-4)

对 t求偏导,可以得到

−β [iRk∂t − ∂tt (iη − iRkt)] ϕ̂+ f̂tt = RB2(ik)τ̂t. (4-5)

代入由方程 (4-2-4-3)变换得到的

τ̂t = iRkϕ̂, (4-6)

f̂ = −
[
(ik)2 + (iη − iRkt)2

]
ϕ̂+ ϕy(t; 0)− ϕy(t;H), (4-7)

我们有

∂tt
[
k2 + (η −Rkt)2 + β(iη − iRkt)

]
ϕ̂− β(iRk)ϕ̂t +R2B2k2ϕ̂ = ξ(t). (4-8)

其中

ξ(t) = −ϕytt(t;H)− ϕytt(t; 0). (4-9)

和半空间的进行对比,可以发现除了 ξ 的定义发生了变化以外,其它部分都完全相同.
然而,因为 y 的衰减依然快于任何指数函数,所以仍然有对 η 的解析性要求,这意味着,
ξ依然满足式 (3-63). 所以最后的结论也是相似的.
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4.2 B2 > 1
4 时的特征解

Eliassen [5]在 Boussinesq近似的条件下不太严格地证明了管状空间中的稳定性. 这
里我们也类似地对没有 Boussinesq近似的原线性化方程证明在管状空间中的稳定性.
我们显式地给出无穷多个特征值与对应的振荡的解.
从方程 (2-8)-(2-9)出发,对 x方向进行 Fourier级数展开 x → k,再对时间做双边

Laplace变换 t→ −Rkσ,即

f ∗(σ; k, y) =
1

L

∫
T

∫
R
f(t;x, y)e−

2πikx
L e

2πiRkσt
L dtdx (4-10)

方便起见,假定 L = 2π. 得到

β [iRk − (−iRkσ + iRky) ∂y]ψ
∗

+(−iRkσ + iRky)
(
(ik)2 + ∂2y

)
ψ∗ = −(ik)

(
ρ

ρ0

)∗

g, (4-11)

(−iRkσ + iRky)

(
ρ

ρ0

)∗

= β(ik)ψ∗. (4-12)

化简得到

β [1− (y − σ) ∂y]ψ
∗ + (y − σ)

(
−k2 + ∂2y

)
ψ∗ = −

(
ρ

ρ0

)∗
g

R
, (4-13)

(y − σ)

(
ρ

ρ0

)∗

=
β

R
ψ∗. (4-14)

整合得到关于 ψ∗的方程

(y − σ)2 ψ∗
yy − β (y − σ)2 ψ∗

y +
[
−k2 (y − σ)2 + β (y − σ) +B2

]
ψ∗ = 0. (4-15)

即

ψ∗
yy − βψ∗

y +

[
−k2 + β

y − σ
+

B2

(y − σ)2

]
ψ∗ = 0. (4-16)

其中 B2是 Richardson常数. 令 Y (y) = e−
βy
2 ψ∗(y + σ),即可消去一次项,得到

Y ′′(y) +

(
−k2 − β2

4
+
β

y
+
B2

y2

)
Y (y) = 0. (4-17)

为了变为Whittaker方程,令m =
√
k2 + β2

4
, ν2 = 1

4
−B2, κ = k

m
, β1 =

β
2m

,则有

1

4m2
Y ′′(y) +

[
−1

4
+

β1
2my

+
1
4
− ν2

(2my)2

]
Y (y) = 0. (4-18)
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它的两个解为

Y1(y) =Mβ1,−ν(2my) = e−my (2my)
1
2
+ν M

(
ν − β1 +

1

2
, 1 + 2ν; 2my

)
, (4-19)

Y2(y) = Wβ1,−ν(2my) = e−my (2my)
1
2
+ν U

(
ν − β1 +

1

2
, 1 + 2ν; 2my

)
. (4-20)

因此,我们得到方程 (4-15)的两个线性无关的解,

g5(y + σ) = e−my(1−β1) (2my)
1
2
−ν

1F1

(
1

2
− β1 − ν; 1− 2ν; 2my

)
, (4-21)

g6(y + σ) = e−my(1−β1) (2my)
1
2
+ν

1F1

(
1

2
− β1 + ν; 1 + 2ν; 2my

)
. (4-22)

如要满足 y = 0与 y = H 处同时为 0的边界条件,则必有

g5(0)g6(L)− g5(L)g6(0) = 0. (4-23)

将 g5与 g6的定义代入,得到

e−m(−σ)(1−β1) (2m(−σ))
1
2
−ν

1F1

(
1

2
− β1 − ν; 1− 2ν; 2m(−σ)

)
× e−m(L−σ)(1−β1) (2m(L− σ))

1
2
+ν

1F1

(
1

2
− β1 + ν; 1 + 2ν; 2m(L− σ)

)
= e−m(−σ)(1−β1) (2m(−σ))

1
2
+ν

1F1

(
1

2
− β1 + ν; 1 + 2ν; 2m(−σ)

)
× e−m(L−σ)(1−β1) (2m(L− σ))

1
2
−ν

1F1

(
1

2
− β1 − ν; 1− 2ν; 2m(L− σ)

)
. (4-24)

即

1F1

(
1
2
− β1 − ν; 1− 2ν; 2m(−σ)

)
1F1

(
1
2
− β1 + ν; 1 + 2ν; 2m(L− σ)

)
1F1

(
1
2
− β1 + ν; 1 + 2ν; 2m(−σ)

)
1F1

(
1
2
− β1 − ν; 1− 2ν; 2m(L− σ)

)
=

(
L− σ

−σ

)2ν

. (4-25)

下面证明可以找到可数个离散的实的 σn可以满足上式,进而得到可数个振荡的解.
注意到当 B2 > 1

4
的时候, ν 取纯虚数,故当自变量 z 为实数的时候, g5(z)与 g6(z)是共

轭的. 所以有

1F1

(
1
2
− β1 − ν; 1− 2ν; 2m(−σ)

)
1F1

(
1
2
− β1 + ν; 1 + 2ν; 2m(−σ)

) = e2iarg 1F1( 1
2
−β1−ν;1−2ν;2m(−σ)), (4-26)

1F1

(
1
2
− β1 + ν; 1 + 2ν; 2m(L− σ)

)
1F1

(
1
2
− β1 − ν; 1− 2ν; 2m(L− σ)

) = e−2iarg 1F1( 1
2
−β1−ν;1−2ν;2m(L−σ)), (4-27)
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对式子 (4-25)两边取对数,即得

2iarg 1F1

(
1

2
− β1 + ν; 1 + 2ν; 2m(L− σ)

)
−2iarg 1F1

(
1

2
− β1 + ν; 1 + 2ν; 2m(−σ)

)
= 2ν log

(
L− σ

−σ

)
+ 2inπ, (4-28)

对某个 n成立,即

arg 1F1

(
1

2
− β1 + ν; 1 + 2ν; 2m(L− σ)

)
−arg 1F1

(
1

2
− β1 + ν; 1 + 2ν; 2m(−σ)

)
=
ν

i
log

(
L− σ

−σ

)
+ nπ, (4-29)

令 σ → L+, 则等号左边是有界且连续变化的, 但是等号右边的对数项却减小至负无
穷, 因此一定会经过无穷个 σn 满足上述方程, 并且 σn → L+. 同理, 有另外无穷个
σ−n = L − σn → 0−. 因此可以断言,存在某个 N > 0使得对一切 n > N 都存在 σn,并
且有 σN > σN+1 > σN+2 > · · · > L,伴随着 σ−N < σ−N−1 < σ−N−2 < · · · < 0.
每一个 σn都对应于一个特征函数

ψ∗
n = g5(L− σn)g6(y − σn)− g6(L− σn)g5(y − σn). (4-30)

对应于该特征函数的初值就是振荡不衰减的. 因此,由所有的 ψ∗
n张成的函数

ψ(t;x, y) =
∑
k ̸=0

∑
|n|>N

an,kψ
∗
n(y)e

2πikx
L e−

2πiRkσt
L (4-31)

对应的初始条件给出的解都是振荡而不收敛的. 然而,我们并不清楚这些特征函数是
否完备,即它们能否张成 L2 的稠子集. 类似的问题也出现在了 Eliassen [5] 的论文中,他
猜想这些特征函数是完备基, 但是也没有能够给出证明. 但是至少我们可以看出, 在
B2 > 1

4
的情形下相当多的初始条件是得不到衰减的.
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5 Hamilton系统与不变量

这一节我们把线性化方程组 (2-10)-(2-12)与带有 Boussinesq近似的方程组 (2-18)-
(2-20)在 Hamilton系统的角度下研究,并说明为什么非线性稳定性是不容易研究的. 首
先我们来看带有 Boussinesq近似的方程组. 为方便起见,假定剪切常数 R = 1.

5.1 带有 Boussinesq近似的 Euler方程组的守恒量

这时方程为

(∂t + y∂x)ω = B2Tx, (5-1)

(∂t + y∂x)T = ψx. (5-2)

也可以写成

∂t

(
ω

T

)
= ∂x

(
−yω +B2T

−yT + ψ

)

= ∂x

(
−y B2

(−∆)−1 −y

)(
ω

T

)

= ∂x

(
0 1

1 0

)(
(−∆)−1 −y

−y B2

)(
ω

T

)

= JL

(
ω

T

)
(5-3)

其中

L =

(
(−∆)−1 −y

−y B2

)
(5-4)

是自伴的 (即 L∗ = L),

J = ∂x

(
β 1

1 0

)
(5-5)

是反自伴的 (即 J∗ = −J).
这样的系统会有两个不变量 (见 Lin和 Zeng [21])
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定理 5.1.1

d

dt

∫∫
T×Uy

(
1

2
|∇ψ|2 + 1

2
B2T 2 − yωT

)
dxdy = 0, (5-6)

d

dt

∫∫
T×Uy

ωTdxdy = 0. (5-7)

证明. 逐项计算即可.

d

dt

∫∫
T×Uy

1

2
|∇ψ|2 dxdy =

∫∫
T×Uy

ψωtdxdy

=

∫∫
T×Uy

ψ
(
−yωx +B2Tx

)
dxdy

=

∫∫
T×Uy

yωψxdxdy −B2

∫∫
T×Uy

Tψxdxdy, (5-8)

d

dt

∫∫
T×Uy

1

2
B2T 2dxdy =

∫∫
T×Uy

B2TTtdxdy

=

∫∫
T×Uy

B2Tψxdxdy −
∫∫

T×Uy

B2yTTxdxdy

=B2

∫∫
T×Uy

Tψxdxdy (5-9)

d

dt

∫∫
T×Uy

yωTdxdy =

∫∫
T×Uy

yωtTdxdy +

∫∫
T×Uy

yωTtdxdy

=

∫∫
T×Uy

y
(
−yωx +B2Tx

)
Tdxdy

+

∫∫
T×Uy

yω (ψx − yTx) dxdy

=

∫∫
T×Uy

yωψxdxdy. (5-10)

这证明了 (5-6). 下面计算 (5-7).

d

dt

∫∫
T×Uy

ωTdxdy =

∫∫
T×Uy

ωtTdxdy +

∫∫
T×Uy

ωTtdxdy

=

∫∫
T×Uy

(
−yωx +B2Tx

)
Tdxdy +

∫∫
T×Uy

ω (ψx − yTx) dxdy

=

∫∫
T×Uy

ωψxdxdy

=

∫∫
T×Uy

(ψxx + ψyy)ψxdxdy = 0 (5-11)

这样就完成了该定理的证明.

26



5 Hamilton系统与不变量

我们将这两个不变量记为

H(ω, T ) =

∫∫
T×Uy

(
1

2
|∇ψ|2 + 1

2
B2T 2 − yωT

)
dxdy, (5-12)

P (ω, T ) =

∫∫
T×Uy

ωTdxdy. (5-13)

那么就有

H (ω, T ) =
1

2

⟨
L

(
ω

T

)
,

(
ω

T

)⟩
, (5-14)

P (ω, T ) =
1

2

⟨
J̃

(
ω

T

)
,

(
ω

T

)⟩
(5-15)

其中

J̃ =

(
0 1

1 0

)
. (5-16)

容易看出实际上

d

dt
H(ω, T ) =

1

2

d

dt

⟨
L

(
ω

T

)
,

(
ω

T

)⟩

=

⟨
L

(
ω

T

)
,
∂

∂t

(
ω

T

)⟩

=

⟨
L

(
ω

T

)
, JL

(
Ω

Υ

)⟩
= 0. (5-17)

d

dt
P (ω, T ) =

1

2

d

dt

⟨
J̃

(
ω

T

)
,

(
ω

T

)⟩

=

⟨
J̃

(
ω

T

)
,
∂

∂t

(
ω

T

)⟩

=

⟨(
ω

T

)
, J̃JL

(
ω

T

)⟩

=

⟨(
ω

T

)
,
∂

∂x
L

(
ω

T

)⟩
= 0. (5-18)

可是,这两个不变量都有无限多个负方向,即让二次型为负的子空间是无穷维的,所以
不能用于判定非线性稳定性.
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5.2 原 Euler方程组的守恒量

原始 Euler方程的线性化方程为

−β [∂x − (∂t + y∂x)∂y]ψ + (∂t + y∂x)ω = B2Tx, (5-19)

(∂t + y∂x)T = ψx. (5-20)

也可以写成

(∂t + y∂x) (ω + βψy) = B2Tx + βψx, (5-21)

(∂t + y∂x)T = ψx. (5-22)

或者,等价地有

∂t (ω + βψy) = ∂x
(
−y (ω + βψy) + βψ +B2T

)
, (5-23)

∂tT = ∂x (−yT + ψ) . (5-24)

下面我们得到它的一个不变量.

定理 5.2.1

d

dt

∫∫
T×Uy

(
1

2
|∇ψ|2 + 1

2

(
B2 + βy

)
T 2 − y (ω + βψy)T

)
dxdy = 0 (5-25)

证明. 同样,只需要逐项验证即可.

d

dt

∫∫
T×Uy

1

2
|∇ψ|2 dxdy =

∫∫
T×Uy

ψωtdxdy

=

∫∫
T×Uy

ψ
[
−βψyt − y (ω + βψy)x + βψx +B2Tx

]
dxdy

=

∫∫
T×Uy

y (ω + βψy)ψxdxdy −B2

∫∫
T×Uy

Tψxdxdy,

(5-26)

d

dt

∫∫
T×Uy

1

2

(
B2 + βy

)
T 2dxdy =

∫∫
T×Uy

(
B2 + βy

)
TTtdxdy

=

∫∫
T×Uy

(
B2 + βy

)
Tψxdxdy

−
∫∫

T×Uy

(
B2 + βy

)
yTTxdxdy

=B2

∫∫
T×Uy

Tψxdxdy + β

∫∫
T×Uy

yTψxdxdy,

(5-27)
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d

dt

∫∫
T×Uy

y (ω + βψy)Tdxdy =

∫∫
T×Uy

y (ω + βψy)t Tdxdy

+

∫∫
T×Uy

y (ω + βψy)Ttdxdy

=

∫∫
T×Uy

y
[
−y (ω + βψy)x + βψx +B2Tx

]
Tdxdy

+

∫∫
T×Uy

y (ω + βψy) (ψx − yTx) dxdy

=β

∫∫
T×Uy

yTψxdxdy +

∫∫
T×Uy

y (ω + βψy)ψxdxdy.

(5-28)

将这个不变量记为

H (ω + βψy, T ) =

∫∫
T×Uy

(
1

2
|∇ψ|2 + 1

2

(
B2 + βy

)
T 2 − y (ω + βψy)T

)
dxdy. (5-29)

那么

H (ω + βψy, T ) =
1

2

⟨
L

(
ω + βψy

T

)
,

(
ω + βψy

T

)⟩
(5-30)

其中

L

(
ω + βψy

T

)
=

(
(−∆+ β∂y)

−1 −y
−y B2 + βy

)(
ω + βψy

T

)
(5-31)

所以有

∂t

(
ω + βψy

T

)
= ∂x

(
−y (ω + βψy) + βψ +B2T

−yT + ψ

)

= ∂x

(
−y + β(−∆+ β∂y)

−1 B2

(−∆+ β∂y)
−1 −y

)(
ω + βψy

T

)

= ∂x

(
β 1

1 0

)(
(−∆+ β∂y)

−1 −y
−y B2 + βy

)(
ω + βψy

T

)

= JL

(
ω + βψy

T

)
(5-32)

其中

J = ∂x

(
β 1

1 0

)
(5-33)

是反对称算子. 然而 L 并不是一个自伴算子, 因为对于在 ∂T × Uy 上满足边界条件
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ψ1 = ψ2 = 0的 ψ1, ψ2我们有∫∫
T×Uy

[(−∆+ β∂y)ψ1]ψ2dxdy =

∫∫
T×Uy

ψ1 [(−∆− β∂y)ψ2] dxdy (5-34)

但是,我们可以给它们加上一个指数权重,就能得到一个这样的系统.

定理 5.2.2

d

dt

∫∫
T×Uy

(
1

2
|∇ψ|2 + 1

2

(
B2 + βy

)
T 2 − y (ω + βψy)T

)
e−βydxdy = 0, (5-35)

d

dt

∫∫
T×Uy

(
ω + βψy −

β

2
T

)
Te−βydxdy = 0. (5-36)

证明. 定义

Ψ = e−
1
2
βyψ, Υ = e−

1
2
βyT, (5-37)

那么有

−∆Ψ = −e−
1
2
βy∆ψ − 2

(
−1

2
β

)
e−

1
2
βyψy −

(
1

4
β2

)
e−

1
2
βyψ

= e−
1
2
βy (ω + βψy)−

1

4
β2Ψ. (5-38)

所以可以定义

Ω =

(
−∆+

1

4
β2

)
Ψ = e−

1
2
βy (ω + βψy) . (5-39)

因此,将方程 (5-19-5-22)乘上 e−
1
2
βy 我们得到

(∂t + y∂x)Ω = B2Υx + βΨx, (5-40)

(∂t + y∂x)Υ = Ψx. (5-41)

它等价于

Ωt = ∂x
(
−yΩ + βΨ+B2Υ

)
, (5-42)

Υt = ∂x (−yΥ+Ψ) . (5-43)
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要证明第一个等式,逐项计算

d

dt

∫∫
T×Uy

1

2
|∇Ψ|2 dxdy =

∫∫
T×Uy

Ψ(−∆Ψt) dxdy

=

∫∫
T×Uy

Ψ

(
Ωt −

1

4
β2Ψt

)
dxdy (5-44)

d

dt

∫∫
T×Uy

1

2

(
β2

4
Ψ2 + |∇Ψ|2

)
dxdy =

∫∫
T×Uy

ΨΩtdxdy

=

∫∫
T×Uy

Ψ
(
−yΩx + βΨx +B2Υx

)
dxdy

=

∫∫
T×Uy

yΩΨxdxdy −B2

∫∫
T×Uy

ΥΨxdxdy,

(5-45)

d

dt

∫∫
T×Uy

1

2

(
B2 + βy

)
Υ2dxdy =

∫∫
T×Uy

(
B2 + βy

)
ΥΥtdxdy

=

∫∫
T×Uy

(
B2 + βy

)
ΥΨxdxdy

−
∫∫

T×Uy

(
B2 + βy

)
yΥΥxdxdy

=B2

∫∫
T×Uy

ΥΨxdxdy + β

∫∫
T×Uy

yΥΨxdxdy,

(5-46)

d

dt

∫∫
T×Uy

yΩΥdxdy =

∫∫
T×Uy

yΩtΥdxdy +

∫∫
T×Uy

yΩΥtdxdy

=

∫∫
T×Uy

y
(
−yΩx + βΨx +B2Υx

)
Υdxdy

+

∫∫
T×Uy

yΩ (Ψx − yΥx) dxdy

=β

∫∫
T×Uy

yΥΨxdxdy +

∫∫
T×Uy

yΩΨxdxdy.

(5-47)

所以 (5-35)成立. 将这个不变量记为 (请原谅少许对记号的滥用)

H (Ω,Υ) =

∫∫
T×Uy

(
1

2

(
β2

4
Ψ2 + |∇Ψ|2

)
+

1

2

(
B2 + βy

)
Υ2 − yΩΥ

)
dxdy (5-48)
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那么

H (Ω,Υ) =
1

2

⟨
L

(
Ω

Υ

)
,

(
Ω

Υ

)⟩
(5-49)

其中

L =

( (
−∆+ 1

4
β2
)−1 −y

−y B2 + βy

)
(5-50)

是一个对称算子. 所以

∂t

(
Ω

Υ

)
= ∂x

(
−yΩ + βΨ+ B2Υ

−yΥ+Ψ

)

= ∂x

(
−y + β(−∆+ 1

4
β2)−1 B2

(−∆+ 1
4
β2)−1 −y

)(
Ω

Υ

)

= ∂x

(
β 1

1 0

)( (
−∆+ 1

4
β2
)−1 −y

−y B2 + βy

)(
Ω

Υ

)

= JL

(
Ω

Υ

)
(5-51)

其中

J = ∂x

(
β 1

1 0

)
(5-52)

是反自伴的.
要证明第二个不变量 (5-36),只需要计算

d

dt

∫∫
T×Uy

ΩΥdxdy =

∫∫
T×Uy

ΩtΥ+ ΩΥtdxdy

=

∫∫
T×Uy

(
−yΩx + βΨx +B2Υx

)
Υ+ Ω(−yΥx +Ψx) dxdy

= β

∫∫
T×Uy

ΨxΥdxdy +

∫∫
T×Uy

ΩΨxdxdy

= β

∫∫
T×Uy

(Υt + yΥx)Υdxdy +

∫∫
T×Uy

Ψx

[(
−∆+

1

4
β2

)
Ψ

]
dxdy

=
d

dt

∫∫
T×Uy

1

2
βΥ2dxdy (5-53)
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我们将这个不变量记为

P (Ω,Υ) =

∫∫
T×Uy

ΩΥ− 1

2
βΥ2dxdy =

1

2

⟨
J̃

(
Ω

Υ

)
,

(
Ω

Υ

)⟩
(5-54)

其中

J̃ =

(
0 1

1 −β

)
=

(
β 1

1 0

)−1

. (5-55)

是对称矩阵.
容易看出

d

dt
H(Ω,Υ) =

1

2

d

dt

⟨
L

(
Ω

Υ

)
,

(
Ω

Υ

)⟩

=

⟨
L

(
Ω

Υ

)
,
∂

∂t

(
Ω

Υ

)⟩

=

⟨
L

(
Ω

Υ

)
, JL

(
Ω

Υ

)⟩
= 0. (5-56)

d

dt
P (Ω,Υ) =

1

2

d

dt

⟨
J̃

(
Ω

Υ

)
,

(
Ω

Υ

)⟩

=

⟨
J̃

(
Ω

Υ

)
,
∂

∂t

(
Ω

Υ

)⟩

=

⟨(
Ω

Υ

)
, J̃JL

(
Ω

Υ

)⟩

=

⟨(
Ω

Υ

)
,
∂

∂x
L

(
Ω

Υ

)⟩
= 0. (5-57)

可是,这三个不变量都有无限多个负方向,即让二次型为负的子空间是无穷维的,所以
不能用于判定非线性稳定性.
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6 结论与展望

总结起来,本文的主要结论如下.

1) 当 Richardson数小于 1
4
时,如果密度衰减常数 β 足够地小,那么速度场有 L2 代

数衰减. 如果 β 不足够小,则解可以写成有限个周期解加上一个代数衰减的余项. 代数
衰减的速度只取决于 Richardson数.

2) 当 Richardson数大于 1
4
时,解是稳定的,有可数个周期的解.

3) 半空间和管状空间有相同的结论.

4) H 与 P 是原系统两个非正定的不变量.

当然,本文还有一些不足. 最大的问题在于对于初始条件的正则性过于严格,并不
自然. 另外对于特征函数是否构成完备基也没有办法说明. 之后的研究方向其一就是克
服上述困难,将对初始条件的限制放宽,其二是原方程的非线性无粘衰减是否存在. 这
些都有待进一步的探究.
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